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TD1 : Formalisme et principes

1 —Valeurs propres, fonctions propres

On considere I'opérateud = A(—% +x%) ou A, réel positif représente une énergie.
X

a) Montrer que ¢O(x):B.e'“'XZ, P, (x)=Cxe ™ avec B et C complexes sont

fonctions propres de a condition quer ait une valeur que I'on déterminera.
b) Donner les valeurs propres correspondantes.
c) Montrer que ces fonctions sont orthogonales.

2 —Développement d’'un opérateur de projection dansurase
On considere &0, I'état de la fonction d’'onde

1 1 X . :
Y(x0)) =—= U, (X)) +—=1u, (X)) +c|u,(x)) ouc est un réel et), v, , u,sont les fonctions
| > /5‘ 0 > /2‘ 1 > ‘ 2 > U, Up
propres normeées de I'Hamiltonien pour les éner@igsE, =5E, et E, =7E,.

a) Calculerc pour que la fonction d’'onde soit normée.
b) Donner I'expression de la fonction d’onde a I'imgtaquelconque.
c) Calculer, a l'instant, la moyennee de I'énergie.

3 —Reégles de commutation
Soient les opérateura = % et B=x.
a) Calculer(A+B)*f(x) et (A+B)(A-B) f(x)
b) Calculer I'expression du commutathp;, xJ.
c) Exprimer le commutateys,BC] en fonction des commutateL[rA B] et [A C] :
d) En déduire les expression des commutat{amsle et [x, pf]

e) On considere deux opérateurs linéaikest B. dans le cas particulier dd commute
avec le commutate{i, B], établir par récurrence la relatior| A, B"|=nB"*[A B].

4 —Théoreme du viriel

On considére une particule placée dans un potertielne dimensionU(x). Soit
2

- P . d , . : :
H =T +U son Hamiltonien ol :2— etP= —|hd—. Soient|n) et E, les états stationnaires
m X

et les énergies associées a cette particule.
a) Montrer que pour opérateur quelcondyen a pour togt) : (n[[H, F]n)=0.
b) On considére I'opérateuF = xP. Calculer les commutateU],[T,F][U,F]

et[H, F].
g , : R , |
c) En déduire que si U(x) est un potentiel homogénaletgél : <n|T|n>:E<n|U|n>
(théoreme du Viriel). Donner la valeur de I'énergieétique moyenne et de I'énergie
potentielle moyenne.
d) Application a I'oscillateur harmonique.



5 —Relation d'incertitude généralisée
On considere deux opérateurs hermitienst G associés a deux grandeurs physiquesg
définies sur un systéme quantique donné.
a) Montrer que leur commutateu@=[F,G] est antihermitien et donc qu€ est
hermitien.

b) On considéere un état du systeme quantique décrrlepaat|t//>. A étant un réel, on

forme le ket‘@>=(F +iAG)|1ﬂ>. Calculer sa norme sous forme d’un trinbme du
second degré ea et montrer que les coefficients en sont réels.

c) En examinant le signe de ce trinéme montrer @ue= 2| )y |G?|¢) 2 %<w|ic| ¢/>2.

d) Appliquer le relation précédente aux opérateurdrésw,F = F —(¢|F|¢) etd,G.
En déduire le relation d’incertitude pour les ésatypes des distributions des

grandeur§etg: A, F.A,G2 %K(//”:FG:“ ).

Retrouver la relation d’'Heisenberg pour les gransieet P.

e) La relation ci dessus est valable pour tout Fi,w)t. On se propose de déterminer les
états|z//> tels que l'inégalité devienne une eégalité. Quelst I'équation qui les
détermine ?

f) Résoudre cette équation dans le cas du coupét P, en se placant dans la

représentation x. Retrouver alors le paquet d’ayalessien qui s’avere étre le paquet
d’onde minimum.

6 —Evolution temporelle
On considére un systéme physique dont I'espacétdés a trois dimensions est rapporté a la

base orthonormée formée par les trois |kgls |u,), [u;).
Dans cette base, 'opérateur Hamiltonk¢’'un systéme et une observablg’écrivent :

1 0 O 1 0 0
H=hw|0 2 O0|etA=a/0 0 1
0 0 2 0 1 0

ol «yeta sont des constantes réelles positives. Le sysphiygique est a l'instat0 dans
1 1 1
létat|¢(0)) =—=|u)+=|u,)+=|u,).
0) =T |w)+3lw)+ )
a) On mesure a l'instari=0 I'énergie du systeme. Quelles valeurs peut onvepet

avec quelles probabilités ? Calculer pour le systdans I’éta*wo> la valeur moyenne

et I'écart quadratique moyen de I'énergie.
b) Montrer queH et A commutent. Compte tenu des valeurs propres eewecpropres
deH calculés precédemment, déterminer le systeme congi@wecteurs propres :

[w) =[w)



c) H et A forment-ils un ensemble complet d’observables cprnmutent ? Exprimer
I'état |¢(0)) dans la baie}vi >}

d) Au lieu de mesureH at=0, on mesureA. Quels résultats peut-on trouver et avec
guelles probabilités ? Quel est le vecteur d’émmhédiatement apres la mesure ?

e) Calculer le vecteur d’étq\tﬂ(t)) du systéme a l'instamt
f) Calculer la valeur moyenne dea I'instantt. Quelle remarque peut-on faire ?



TD2 : Etats quasi-classiques de I'Oscillateur Harmoique

2
L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique a une dimionH = o +§m0.)2x2 peut
m

Lo . . : mw . P o
s’écrire, en introduisant les observablxs:W/TX et P = ainsi que les

NMiw
' + . ' ' s '
opérateurs d’annihilation et de créatior’ tels quea :u eta’ = u
2 2
sous la formeH =aw(a*a+ 1/2)(avec[a,a’] =1).
On se propose ici d'étudier les états profjees de 'opérateun : a|a)=ala) qui

sont appelés états quasi-classiques comme on ptarceamprendre a la fin du
probléme.

a) On décomposga) sur la base habituell{a|n>} des états propres de H:
|a)=>"C,|n). En utilisant la relation de récurrenan) =+/nn-1), montrer

gue pour toute valeur de complexe, il existe une autre relation de récuoeen
simple entre les coefficient§, correspondant ce qui permet de les calculer

tous & partir un premie€,. En déduire qu'il existe un état propie) dea

guel que soir .
b) Calculer les coefficient€, en normalisanta) .

c) Quelle est la probabilité de trouvé&r, = (n+1/2)iw lors d'une mesure de
I'énergie sur 'étafa).

d) Calculer la valeur moyenne de I’éner@E> et 'écart quadratigu&E quand
I'oscillateur est dans I’étata'>. Montrer que I'énergie est d’autant mieux
définie quela| est grand.

e) Calculer(x), Ax, (P) et APdans I'étafa). Que vaut dans cet étAKAP ?

f) On suppose qu’a I'instant 0, I'oscillateur est dans un ét|ar>. Montrer qu’a

chaque instant ultérieur, il est dans un autre état probmét)) de l'opérateur
a.

g) Que valent, a l'nstant t(x), (P) ? Pourquoi appelle-t-on les états) pour
a >>1, états « quasi-classiques » ?



TD3 : Moments cinétiques

1 - Rotation d’'une molécule diatomique
Une molécule diatomique polaire est assimilée aoteteur rigide dans le référentiel

du centre de masse. On notela masse réduite &g la longueur de la liaison. Son

orientation est repérée par les anglest @.
a) Rappeler I'expression du hamiltonien et des nivediénergie de rotation

d’une telle molécule.

b) On note||,m,> les états propres communs aux opératédet L, associés au
moment cinétique. Préciser le degré de dégénérescias divers niveaux.

c) Cette molécule posséde un moment dipolaire perntdigea un transfert de
charge noté -06g sur l'atome le plus électronégatif. Sous I'actidiun
rayonnement électromagnétique, elle peut effecti@sr transitions entre ses
différents niveaux. Le rayonnement est polarisédiligeement selonOz. On
montre que I'amplitude de transition est propontielife a I'élément de matrice

<|—DE |j) olii etj repérent les états initial et finaD est le vecteur

moment dipolaire eE]; I'amplitude maximale du vecteur champ électrique.
Calculer cet élément de matrice. En déduire unk rég sélection relative a
'absorption. On donne :
2 2
-m (+
— |l =1m)+
4 t=2m) 4(|+1) | m)
d) Calculer les énergies qui peuvent étre absorbéemn edéduire l'allure du

spectre d’absorption.
e) La figure 1 reproduit le spectre d’absorption delHCommenter ce résultat

expérimental. Déduire la longueryrde la liaison. Pourquoi les raies sont-elles
dédoublées ?

cos|l,m) =

C A
R
n
B2
[2)
c
s
|_
3000 2900 2800 2700 /A (cmrd)
Figure 1

2 - Mesures du moment cinétique orbital

On donne I'expression de quelques harmoniques ispiesrY,™ (6, ¢) = (6,¢|1,m ) :

3
Y0 = 1/ cosH et Y, = +1/ singe™?
° \/477 8

et on consideéere Ies etats
|a)=]00)-210), [b)=|10) -[11) et|c)=|1-1)-|11).

a) On mesure le carré?du moment cinétique et sa composantedans ces



b)

divers états. Préciser les résultats de mesurallt@ts possibles, valeurs
moyennes et écarts quadratiques).
Préciser les résultats de mesures pour les detesatgmposantds; etL,. On

pourra mener les calculs en introduisant les opeératL, =L, +iL, et la
relation :

LJl.m)=JI(+D-m(m £1) 7 |I,m =2)

3 - Matrices de Pauli
On note| +>Z et|—>Z les états propres de la composasitesur 'axeOz de I'opérateur

de spin associé a une particule de spin Y.

a)

b)

Rappeler les résultats de mesure de cette comgostdt carré du spin dans
ces deux états. Donner la représentation matecedl ces deux opérateurs

dans la base{ |+>Z,|—>Z}.

On définit les deux opérateuss et s a partir des opérateurs associés aux
deux autres composantes du spin selon :

S, =s, +is, et s =s —is =5/

Calculer les commutateufs, ,s 1, [s. ,S,] et[s.,s,]. Déduire de la valeur de
ces derniers la représentation matricielle desaperss,, s, s, et s, dans

la base{ |+),,]-) }. Quels sont les résultats de mesuresdeet s, dans un
état propre des, ?

Montrer que la matrice représentative de tout dpérahermitique agissant
dans un espace a deux dimensions peut s’expriménetion de la matrice
unité et des trois matrices dites de Pdualj , a3sociées aux trois matrices de

spin (s, ) et définies selorfs,) = %(Uu) avecu=x,y ouz



TD4 : Précession de Larmor du spin des neutrons

Une particule de spin %2 a un moment magnétiauey; (y rapport gyromagnétique
de la particule). Elle est placée dans un champngtagie statique uniforme

B=B,e, (By>0). On désigne pax (t) eta(t) les composantes de son éuat)) a
linstantt sur la base des états propfes et|-) de s® ets, .

En I'absence de champs magnétique, I'hamiltomigrde la particule ne dépend pas
du spin. Les deux états de la base sont alors déggnd’énergid,. En présence de
champ magnétique, I’hamiltonien est modifié padjtaction du terme représentant

I'énergie d’interaction magnétique seloi:=H, -mB.
a) Ecrire alors la matrice représentativeHtidans la base|{),|-) }.

b) Etablir le systeme d’équations différentielles Haites paa. eta.
c) Résoudre le systéme sachant que la particule seetiaitialement dans I'état

|<//(O)>=%|+> —%|—>, état propre des, associé a la valeur propren /2.

En déduire I'expression dey(t)) . On introduira la pulsatiom, = —y.B;.
d) Calculer les valeurs moyennes des composag)tes, et s, du spin sur I'état
|¢/(t)>. Montrer que le spin moyen effectue un mouvemest rotation

uniforme autour du champ magnétique a la vitesgelaire «, (précession de

Larmor).
e) Application: mesure du moment magnétique d’un reutr

o

neytirons
non
polarisés

. datacteur
polarseur

valaur moyanneg
du spin (com- O+
posante (S5, M

T T

0 20 40
distance O (cm)

[D'aprés F. Mesei, Z. Phys. 255 146 (1972)]

Données numériques :  my=1,66.10°" kg
An=1,55 A
Bo=15,5.10° T
h=6,62.10**J.s



TD5 : Atome d’hydrogene

1 —Etude de l'orbitale 1s
Dans I'état de plus basse énergig=-13.6eV, la fonction d’'onde s’écrit :

W(r,0,¢) =1/ 83 .e"'® otla, = 053A

a) Donner I'expression de la densité de probabilitkala et angulaire.

b) Quelle est la valeur de pour laquelle la densité radiale de probabilité es
maximale ?

c) Calculer la probabilité de trouver I'électron a utistance inférieure a du
proton. En déduire la probabilit¢é pour que I'élentrsoit a une distance
comprise entre 0.8 et 1.1a,. TracerP(r) en fonction de. On calculeraP(r)
pourr=0, ay, 2 ag, 3 ap.

d) Calculer la valeur moyenne de I'énergie potentidid’électron dans cet état.
L’exprimer en eV. En déduire la valeur de son éigecmétique moyenne.

e) Calculer sa vitesse quadratique moyenne définie Lpan/<v2>. Comparer
celle-ci a la vitesse de la lumiere.

2 - Etude de l'orbitale 2p

Un état de I'électron est représenté par(r,t) =i(g,, +@,,)e ="

. On rappelle

que les états propres normés s'écrivep}..(r,6,9) =R, (n)Y,"(6,¢ . )
a) La fonctiong/(r,t) représente-elle un état stationnaire ? On me&merpie,

le carré et la projection sz du moment cinétique orbital. Préciser les
résultats de mesure. Normer cette fonction.

b) Préciser la variation en fonction dede la densité radiale de probabilité de
présence de I'électron autour du noyau.

c) Préciser en fonction dé@ et de ¢ la variation de la densité de probabilité
angulaire.

d) Donner une image du nuage électronique corresptindan

On donne Ry (r) LIPS /L, Y = i(i)”zsine.e“"’.
2 8

206 °



